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TÓM TẮT: Được sự gợi ý và hướng dẫn bởi GS. Trần Minh Bình, chúng tôi đề xuất một 

phương pháp giải tích số đầu tiên cho phương trình Boltzmann cho các chất khí có ma sát 

giữa các phân tử trong không gian 3 chiều. Phần lớn các ứng dụng trong thực tế được biểu 

diễn trong không gian này. Các chất khí có ma sát giữa các phân tử khi va chạm thì giá trị 

hàm mật độ của chúng sẽ giảm dần về 0. Tốc độ giảm này tỷ lệ thuận với giá trị của ma 

sát. Kết quả này là tương tự cho trường hợp không gian 2 chiều [37].  

Từ khóa: phương trình Boltzmann; giải tích số; phương pháp phổ; ma sát phân tử; hàm 

mật độ. 

 

ABSTRACT: Suggested and supervised by Professor Tran Minh Binh, we suggested the 

first spectral method for the Boltzmann for gases with viscosity in dimension 3. Most of 

reality application can be presented in this dimension. The gases having friction between 

molecules will have density function value going down to 0. The decrease of speed have 

direct ratio with the value of friction. The result will be the same for dimension 2 [37]. 

Key words: Boltzmann equation; numerical analysis spectral method; molecules friction; 

density function. 

 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Phương trình Boltzmann mô tả 

chuyển động của các phân tử của một 

chất khí trong đó sự tương tác của các 

phân tử là va chạm đàn hồi nhị phân [1-

16, 37] có dạng:   

𝜕𝜏𝑓 + 𝜈 . ∇𝑥𝑓 = 𝑄(𝑓, 𝑓),  𝑥, 𝜈  ℝ3, 

Trong đó 𝑓(𝜏, 𝑥, 𝜈) là một hàm không 

âm mô tả mật độ của chất khí có vận tốc 𝜈 

ở vị trí 𝑥 tại thời gian 𝜏 > 0. 𝑄(𝑓, 𝑓) được 

gọi là toán tử va chạm, ta có thể biểu diễn 

Q như sau: 

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜈) =  ∫ ∫ 𝐵(|𝜈 −
𝑆2ℝ𝑑

𝜈∗|, 𝜃)[(𝑓(𝜈′)𝑓(𝜈∗
′) − 𝑓(𝜈)𝑓(𝜈∗)]𝑑𝜈∗𝑑𝜔, 

(1.1) 

Vận tốc của va chạm là các cặp (𝜈, 𝜈∗) 

và (𝜈′, 𝜈∗
′) có liên quan bởi: 

𝜈′ =
1

2
(𝜈 + 𝜈∗ + |𝜈 − 𝜈∗|𝜔),  

𝜈∗
′ =

1

2
(𝜈 + 𝜈∗ − |𝜈 − 𝜈∗|𝜔), 

Trong đó, 𝜎 là vectơ đơn vị của quả 

cầu 𝑆2 

𝑆2 = {𝜔 ∈ ℝ3, |𝜔| = 1}.  (1.2) 
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Hạt nhân B của va chạm là một hàm số 

không âm mô tả chi tiết các tương tác nhị 

phân và phụ thuộc vào các đặc tính vật lý 

của chất khí. Hạt nhân có dạng: 

𝐵(|𝜈 − 𝜈∗|, 𝜃) = 𝑏𝛼(𝜃)|𝜈 − 𝜈∗|𝛼, với 

𝛼 = (𝑘 − 5)/(𝑘 − 1). 

Cụ thể, chúng tôi sẽ xem xét mô hình quả 

cầu cứng biến thiên (VHS) [25], đó là 

𝑏𝛼(𝜃) = 𝐶𝛼, với 𝐶𝛼 là một hằng số dương. 

Trường hợp 𝛼 = 0 được gọi là khí 

Maxwellian. Trong khi với trường hợp 𝛼 = 1 

là khí cầu cứng. 

Phương trình Boltzmann có vị trí quan 

trọng trong nhiều ứng dụng, đặc biệt là 

ngành Vật lý học [17], [18], [27], [28], 

[29], [31]. Có hai phương pháp nghiên cứu 

chính để tính toán nghiệm cho phương trình 

Boltzmann là phương pháp kỹ thuật xác 

suất Monte Carlo [19] và Nanbu [32] và 

phương pháp sử dụng các kỹ thuật quang 

phổ trong không gian vận tốc. 

Phương pháp kỹ thuật xác suất Monte 

Carlo là phương pháp lấy mẫu ngẫu nhiên 

có độ chính xác bậc 1 và thuộc lớp thuật 

toán không tất định. 

Phương pháp sử dụng các kỹ thuật 

quang phổ trong không gian vận tốc dựa 

trên các phương pháp quang phổ trong cơ 

học chất lỏng [24] và việc sử dụng các công 

cụ biến đổi Fourier trong phân tích phương 

trình Boltzmann [21] dựa trên phương pháp 

xấp xỉ Fourier - Galerkin của phương trình. 

Tổng quan về phương pháp và độ chính xác 

quang phổ đã được công bố trong [34], 

[35]. Phương pháp này lần đầu tiên được 

phát triển cho các phương trình động học 

trong [33], có độ chính xác phổ [30] và [34] 

và thuộc lớp thuật toán tất định.  

Trong bài viết này, chúng ta sẽ sử dụng 

phương pháp phổ để giải phương trình 

Boltzmann trong các chất khí có độ 

nhớt/ma sát trong không gian 3 chiều. 

Phương trình này có dạng: 

𝜕𝜏𝑓 + 𝜈. ∇𝑥𝑓 = 𝑄(𝑓, 𝑓) + 𝜀𝑓, trong đó 

𝜀 là hệ số nhớt.  

Đây là kết quả giải tích số đầu tiên cho 

phương trình Boltzmann trong các chất khí 

có độ nhớt/ma sát trong không gian 3 

chiều. Kết quả của phương pháp này là 

tương tự trong không gian 2 chiều và 

trường hợp 2 đã được chúng tôi khảo sát 

trong [37]. 

2. NỘI DUNG 

2.1. Phép chiếu phổ của Phương trình 

Boltzmann 

Phương trình Boltzmann thuần nhất:  

𝜕𝜏𝑓 + 𝑓𝐿(𝑓) = 𝑄+(𝑓, 𝑓)  (2.1) 

với điều kiện ban đầu: 

𝑓(𝜏 = 0, 𝑥, 𝜈) = 𝑓0(𝑥, 𝜈)  (2.2) 

Chúng tôi đã sử dụng thực tế là toán tử 

va chạm có thể được chia thành các phần 

tăng và giảm: 𝑄(𝑓, 𝑓) = 𝑄+(𝑓, 𝑓) − 𝑓𝐿(𝑓) 

Bằng cách biến đổi biến, ta viết lại [20, 37]: 

 𝑄+(𝑓, 𝑓) =

∫ ∫ 𝐵(|𝑔|, 𝜃)𝑓(𝜈′)𝑓(𝜈∗
′)𝑑𝑔𝑑𝜔

𝑆2ℝ3 , (2.3) 

𝐿(𝑓) = ∫ ∫ 𝐵(|𝑔|, 𝜃)𝑓(𝜈 −
𝑆2ℝ3

𝑔)𝑑𝑔𝑑𝜔,    (2.4) 

với 𝑔 = 𝜈 − 𝜈∗, do đó: 

𝜈′ = 𝜈 −
1

2
(𝑔 − |𝑔|𝜔), 

𝜈∗
′ = 𝜈 −

1

2
(𝑔 + |𝑔|𝜔).  (2.5) 

Trong (2.1) đã định nghĩa miền của 

hàm mật độ 𝑓 là không gian vận tốc ℝ3, 

trong khi biến 𝑥 chỉ hoạt động như một 

tham số và nó sẽ bị bỏ qua trong phần tiếp 

theo. Trong quá trình vận động, vì các đặc 
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tính vật lý chính chỉ phụ thuộc vào toán tử 

va chạm 𝑄(𝑓, 𝑓), giải pháp trong (2.1) bảo 

tồn khối lượng, động lượng, năng lượng và 

thỏa mãn định lý H của Boltzmann. 

Với ℬ(0, 𝑅) là quả cầu tâm 0 bán kính 

𝑅, sau đó, bằng cách bảo toàn năng lượng 

và động lượng, toán tử va chạm thỏa mãn 

điều kiện sau đây [20,37]: 

Cho 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓(𝜈)) ⊂ ℬ(0, 𝑅)  

i) 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓(𝜈)) ⊂ ℬ(0, √2𝑅), 

ii) 𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜈) =  ∫ ∫ 𝐵(|𝜈 −
𝑆2ℬ(0,2𝑅)

𝜈∗|, 𝜃)[(𝑓(𝜈′)𝑓(𝜈∗
′) − 𝑓(𝜈)𝑓(𝜈∗)]𝑑𝜈∗𝑑𝜔, 

với 𝜈′, 𝜈∗
′, 𝜈 − 𝑔 ∈ ℬ(0, (2 + √2)𝑅).   

Do đó, để viết một xấp xỉ quang phổ 

trong (2.1), chúng tôi xem xét hàm mật độ 

𝑓(𝜈) trong vùng bị chặn 𝐷𝑇 = [−𝑇, 𝑇]3 với 

𝑇 ≥ (2 + √2𝑅), giả sử 𝑓(𝜈) = 0 trong 

𝐷𝑇\ℬ(0, 𝑅) và mở rộng nó theo chu kỳ 

thành một vòng tuần hoàn trong 𝐷𝑇. 

2.2. Thuật giải Phương trình Boltzmann 

bằng phương pháp phổ 

Giá trị xấp xỉ của hàm 𝑓𝑁 được biểu 

diễn bởi dưới dạng chuỗi Fourier cắt ngắn 

     𝑓𝑁(𝜈) = ∑ 𝑓𝑘𝑒𝑖𝑘𝜈𝑁
𝑘=−𝑁 , (2.6) 

𝑓𝑘 =
1

(2𝜋)3 ∫ 𝑓(𝑣)𝑒−𝑖𝑘𝜈𝑑𝜈
𝐷𝜋

.  (2.7) 

Phương trình phổ là phép chiếu của 

phương trình va chạm trong ℙN, với ℙ𝑁 là 

không gian vectơ (2N + 1)d chiều của các 

đa thức lượng giác có bậc tối đa N theo 

từng hướng, tức là: 
𝜕𝑓𝑁

𝜕𝜏
= 𝑃𝑁𝑄𝑅(𝑓𝑁, 𝑓𝑁), 

với 𝑃𝑁 biểu thị phép chiếu trực giao 

trên ℙN trong 𝐿2(𝐷𝜋). Vì vậy, với 𝑘 =

−𝑁, … , 𝑁, chúng ta có [22], [23, [37]: 

∫ (
𝜕𝑓𝑁

𝜕𝑡
+ 𝑓𝑁𝐿(𝑓𝑁) −

[−𝜋,𝜋]3

𝑄+(𝑓𝑁, 𝑓𝑁)) 𝑒−𝑖𝑘∙𝜈𝑑𝜈 = 0.  (2.8) 

Bằng cách thay thế biểu thức (2.6) 

trong (2.3) và (2.4) chúng ta nhận được: 

𝑓𝑁𝐿(𝑓𝑁) =

∑ ∑ 𝑓𝑙𝑓𝑚𝐵̂(𝑚, 𝑚)𝑒𝑖(𝑙+𝑚)∙𝜈𝑁
𝑚=−𝑁

𝑁
𝑙=−𝑁 , và: 

𝑄+(𝑓𝑁, 𝑓𝑁) =

∑ ∑ 𝑓𝑙𝑓𝑚𝐵̂(𝑙, 𝑚)𝑒𝑖(𝑙+𝑚)∙𝜈𝑁
𝑚=−𝑁

𝑁
𝑙=−𝑁 , 

với hạt nhân 𝐵̂(𝑙, 𝑚) cho bởi công 

thức: 𝐵̂(𝑙, 𝑚) =

∫ ∫ 𝐵(|𝑔|, 𝜃)𝑒−𝑖𝑔∙
(𝑙+𝑚)

2
−𝑖𝑔𝜔∙

(𝑚−𝑙)

2 𝑑𝑔𝑑𝜔
𝑆2ℬ(0,2𝑅)

   (2.9) 

Sử dụng thuộc tính trực giao, chúng ta 

nhận được từ (2.8): 

𝜕𝑓̂𝑘

𝜕𝜏
+ ∑ 𝑓𝑙𝑓𝑚𝐵̂(𝑚, 𝑚)𝑁

𝑙+𝑚=𝑘
𝑙,𝑚=−𝑁

=

∑ 𝑓𝑙𝑓𝑚𝐵̂(𝑙, 𝑚)𝑁
𝑙+𝑚=𝑘
𝑙,𝑚=−𝑁

, 𝑘 = −𝑁, … , 𝑁 , (2.10) 

với điều kiện ban đầu: 

𝑓𝑘(0) =
1

(2𝜋)3 ∫ 𝑓0(𝜈)𝑒−𝑖𝑘∙𝜈𝑑𝜈
[−𝜋,𝜋]3 . (2.11) 

2.3. Thuật toán quang phổ nhanh  

Chúng ta sẽ xem xét riêng các mô hình 

va chạm trong không gian 3 chiều, đây là 

một trường hợp quan trọng cho các ứng 

dụng thực tế. 

2.3.1. Tính toán các 𝑩̂(𝒙, 𝒚) 

Chúng tôi ký hiệu 𝜆 = 2/(3 + √2), 

trong quả cầu không gian 3 chiều hạt nhân 

không phụ thuộc vào góc 𝜃: 𝐵 = 𝐶𝛼 |𝑔|𝛼, 

(2.10) có thể viết lại [20], [37]: 

𝐵̂(𝑙, 𝑚) =

𝐶𝛼 ∫ |𝑔|𝛼𝑒−𝑖𝑔∙
𝑙+𝑚

2 𝐼2(|𝑔|, 𝑙 − 𝑚)𝑑𝑔
𝐵(0,2𝜆𝜋)

,

   (3.1) 

với: 

𝐼2(|𝑔|, 𝑙 − 𝑚) = ∫ 𝑒𝑖|𝑔|𝜔∙
𝑙−𝑚

2 𝑑𝜔
𝕊2 . 
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2.3.2. Không gian 3 chiều 

Cho 𝑞 = |𝑔|(𝑙 − 𝑚)/2. 𝐼2 được tính 

lại như sau: 

𝐼2(|𝑔|, 𝑙 − 𝑚) = ∫ 𝑒𝑖𝑞𝜔𝑑𝜔
𝕊2

= 2𝜋 ∫ 𝑒𝑖|𝑞|𝑐𝑜𝑠𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= 2𝜋 ∫ 𝑒𝑖|𝑞|𝜇𝑑𝜇
1

−1
= 4𝜋𝑆𝑖𝑛𝑐(|𝑞|) =

4𝜋𝑆𝑖𝑛𝑐 (
|𝑔||𝑙−𝑚|

2
),      (3.2) 

với: 𝑆𝑖𝑛𝑐(𝑥) ≡
sin 𝑥

𝑥
. 

Cho 𝑝 = (𝑙 + 𝑚)/2. (3.2) được tính lại 

như sau: 

𝐵̂(𝑙, 𝑚)

= 𝐶𝛼4𝜋 ∫ |𝑔|𝛼

𝐵(0,2𝜆𝜋)

𝑆𝑖𝑛𝑐 (
|𝑙 − 𝑚||𝑔|

2
) 𝑒−𝑖𝑝∙𝑔𝑑𝑔

Sử dụng hệ tọa đồ cầu, với 𝜌 = |𝑔|, ta có: 

𝐵̂(𝑙, 𝑚) = 𝐶𝛼8𝜋2 ∫ 𝜌2+𝛼𝑆𝑖𝑛𝑐 (
|𝑙 − 𝑚||𝑔|

2
) 𝑑𝜌

2𝜋𝜆

0

∫ 𝑒−𝑖|𝑝|𝜌 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

 

= 𝐶𝛼16𝜋2 ∫ 𝜌2+𝛼𝑆𝑖𝑛𝑐 (
|𝑙−𝑚|𝜌

2
) 𝑆𝑖𝑛𝑐 (

|𝑙+𝑚|𝜌

2
) 𝑑𝜌

2𝜋𝜆

0
.   (3.3) 

Với sự biến đổi của biến số 𝜌 = 2𝜆𝜋𝑟 

toán tử 𝛽(𝑙, 𝑚) có thể viết lại như sau: 

𝐵̂(𝑙, 𝑚) = 𝐶𝛼16𝜋2(2𝜆𝜋)3+𝛼 

             ∫ 𝑟2+𝛼𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜉𝑟)𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜂𝑟)𝑑𝑟
1

0
,  (3.4) 

Trong đó: 𝜉 = |𝑙 + 𝑚|𝜆𝜋, 𝜂 =

|𝑙 − 𝑚|𝜆𝜋. Để đơn giản ký hiệu chúng tôi giả định: 

𝐶𝛼 = (16𝜋2(2𝜆𝜋)3+𝛼)−1. 

Toán tử có thể viết lại:  

𝐵̂(𝑙, 𝑚) = 𝐹𝛼(𝜉, 𝜂), 

với:𝐹𝛼(𝜉, 𝜂) =

∫ 𝑟2+𝛼𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜉𝑟)𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜂𝑟)𝑑𝑟
1

0
.  (3.5) 

Từ (3.5) chúng ta dễ dàng chứng minh 

được các điều sau: 

Cho 𝐹𝛼(𝜉, 𝜂) được định nghĩa như 

(3.5); do đó: 

i) 𝐹𝛼(𝜉, 𝜂) = 𝐹𝛼(𝜂, 𝜉); 

ii) Nếu 𝛼 > −3 thì |𝐹𝛼(𝜉, 𝜂)| ≤

𝐹𝛼(0,0) = (3 + 𝛼)−1; 

iii) Nếu 𝛼 > −1 thì |𝐹𝛼(𝜉, 𝜂)| ≤

[𝜉𝜂(1 + 𝛼)]−1; 

Đối với các giá trị nguyên của 𝛼, 𝐹𝛼 có 

biểu thức phân tích rõ ràng. Với 𝛼 = 0 và 

𝛼 = 1 chúng ta có: 

𝐹0(𝜉, 𝜂) =
𝑝 sin(𝑞)−𝑞𝑠𝑖𝑛(𝑞)

2𝜉𝜂𝑝𝑞
, (3.6) 

𝐹1(𝜉, 𝜂) =
𝑝2(𝑞𝑠𝑖𝑛(𝑞)+cos (𝑞))−𝑞2(𝑝𝑠𝑖𝑛(𝑝)+cos(𝑝))−4𝜉𝜂

2𝜉𝜂𝑝𝑞
 ,(3.7) 

với 𝑝 = (𝜉 + 𝜂), 𝑞 = (𝜉 − 𝜂). 

Lưu ý, vì tích phân năm lần (2.9) để 

xác định 𝐵̂(𝑙, 𝑚) đã được giảm xuống tích 

phân một chiều (3.5) với các giá trị không 

nguyên của 𝛼, giá trị của các toán tử có thể 

dễ dàng tính toán bằng số một công thức 

phương trình chính xác và được lưu trữ 

trong một mảng để bắt đầu.  

3. KẾT QUẢ TÍNH TOÁN VÀ KẾT LUẬN 

3.1. Kết quả kiểm tra số  

Với 𝜏 = 𝑞∆𝑡, ∆𝑡 > 0 ta có: 

𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) = ∑ (𝐵̂(𝑙, 𝑚) −𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝐵̂(𝑙, 𝑚))𝑓𝑙(𝑞∆𝑡)𝑓𝑚(𝑞∆𝑡). 

Tính xấp xỉ: 

𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) =
𝑓̂𝐾((𝑞+1)∆𝑡)−𝑓̂𝐾(𝑞∆𝑡)

∆𝑡
. 

Do đó: 



TẠP CHÍ KHOA HỌC ĐẠI HỌC VĂN LANG  Đinh Phan Cao Nguyên 

92 

𝑓𝐾((𝑞 + 1)∆𝑡) = 𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) +

∆𝑡 ∑ (𝐵̂(𝑙, 𝑚) −𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝐵̂(𝑙, 𝑚)) 𝑓𝑙(𝑞∆𝑡)𝑓𝑚(𝑞∆𝑡).  (4.1) 

Đối với các chất khí có độ nhớt/ma sát ta có: 

𝑓𝐾((𝑞 + 1)∆𝑡) = 𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) +

∆𝑡 ∑ (𝐵̂(𝑙, 𝑚) −𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝐵̂(𝑙, 𝑚)) 𝑓𝑙(𝑞∆𝑡)𝑓𝑚(𝑞∆𝑡) − 𝜀𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) (4.2) 

3.2. Kết quả kiểm tra số xét trong không 

gian 3 chiều 

Chúng tôi sử dụng 𝑁 = 5, ∆𝑡 =

0.5, 𝑣 ∈  [−𝜋, 𝜋], và 

𝑓(0, 𝑣) =
1

2(2𝜋𝜎2)
3
2

(𝑒
−

|𝑣−2𝜎𝑒1|2 

2𝜎2 +

𝑒
−

|𝑣+2𝜎𝑒1|2 

2𝜎2 ), 

với 𝑑 = 3, 𝜎 = 𝜆
𝜋

6
, 𝐷𝜋 ∈ [−𝜋, 𝜋]3. 

Cho 𝛼 = 0, 𝐶𝛼 = √2/16𝜋, thay vào (3.4) 

ta có 

𝐵̂(𝑙, 𝑚)

= √2𝜋(2𝜆𝜋)3 ∫ 𝑟2𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜉𝑟)𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜂𝑟)𝑑𝑟
1

0

 

Cho các giá trị lần lượt của 𝜀 là 0, 0.1 

và 0.5, chúng ta có các kết quả: 

 

 
Hình 1. Hàm mật độ 𝑓(𝜈, 𝜏) với 𝜀 = 0 

 

 

 
 

Hình 2. Hàm mật độ 𝑓(𝜈, 𝜏) với 𝜀 = 0.2 
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Hình 3. Hàm mật độ 𝑓(𝜈, 𝜏) với 𝜀 = 0.5 

 

Nhận xét: tại thời điểm ban đầu 𝑞 = 0 

giá trị của hàm mật độ 𝑓(𝜈) là bằng nhau 

với cả 3 giá trị của 𝜀 và có giá trị xấp xỉ là 

0.8. Tại các thời điểm lần lượt 𝑞 =

2, 5, 10, 15 giá trị xấp xỉ tương ứng của 

𝑓(𝜈) với 𝜀 = 0.1 lần lượt là 

0.33, 0.15, 0.06, 0.00, và với 𝜀 = 0.5 lần 

lượt là 0.12, 0.00 , 0.0, 0.0. Rõ ràng, giá trị 

hàm mật độ của 𝑓(𝜈) với 𝜀 = 0.5 là nhỏ 

hơn và tốc độ giảm về 0 nhanh hơn so với 

𝜀 = 0.1. 

3.3. Kết luận 

Với kết quả của thí nghiệm, chúng tôi 

thấy rằng, độ nhớt làm hàm mật độ khí nhỏ 

hơn, đây là điều chúng tôi mong đợi. Hàm 

mật độ khí sẽ giảm khi giá trị độ nhớt 𝜀 lớn. 
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