Tap chi KHOA HOC NHSP TP.HCM Nguyen Ngoc Trung, Tran Tho Dieu Huyen

MOT THUAT TOAN HIEU QUA
CHO BAI TOAN TIM CAP PIEM KHAC MAU GAN NHAT
TRONG TAP PIEM HAI MAU TREN MAT PHANG

Nguyén Ngoc Trung , Tran Thi Di¢u HuyénT

1. Médau

Bai toan tim cip diém khic mau gin nhit trong tap diém hai mau trén
mit phiang thuoc dang cac bai toan tim céc cip diém gan nhat trong mit phang.
Bai toan dat ra 1a: “Cho n diém mau xanh va m diém mau dé trén mat phdng,
lam thé ndo tim duwoc cdp diém xanh — dé gan nhau nhat”. Bai toan trén co thé
duogc giai mot cach dé dang bang cach 1ay lan luot timg cap phan tir 1a cac diém
xanh va va diém do, xac dinh khoang cach giita chiing va chon ra cip c6 khoang
cach nho nhat. Thuat toan nhu vay s& c6 do phuc tap 13 O(n.m) trong d6 n 13 sd
diém xanh va m 1a s6 diém do trén mat phang. Mot cau hoi dugc diat ra 13 liéu co
thé xdy dung mot thuat toan tot hon cho bai toan nay ?

Chung ta thiy rang, trong chuyén nganh hinh hoc tinh toan, luoc dd
Voronoi déng mot vai trd rit quan trong trong viéc giai quyét cac bai toan tim
c4c cap diém gan nhat trén mat phang. Piéu ndy ciing dé hiéu vi lugc d6 Voronoi
6 nhiing tinh chét rat dic trung vé khoang cach, diéu ma rat hay dugc dung dé
rit ngan thoi gian tinh toan, cling nhu thoi gian thyc hién cic thuat toan giai
nhitng bai toan trén. Chinh vi thé trong bai bao nay, chung t6i da chon lugc do
Voronoi dé 1am cong cu xay dung thuat toan giai bai toan tim cip diém khac mau
gan nhét trong so tap diém hai mau trén mit phang.

Céu trac bai bao nhu sau : muc 2 danh cho viéc gidi thiéu so luoc vé luoc
d6 Voronoi va céc tinh chat ciia nd. Phan mé ta chi tiét vé thuat toan giai quyét
bai toan s& duoc trinh bay trong muc 3. Phan cubi cta bai bao s& 1a mot sb chimg
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minh Ii thuyét vé tinh dung dan cling nhu nhimg danh gia vé d6 phuc tap cua
thuat toan.

2. Lwgc dd Voronoi va céc tinh chat
Pinh nghia 2.1. Pbat P = {p,,

P2, ..., Pn} 12 tAp gdm n diém trong mit
phang. Luoc dd Voronoi 1a su phan
chia mat phang thanh n vang (cell),
mdi ving chira mot diém p; Véi tinh

chat mot diém q nam trong ving twong
tng véi p; néu va chi néu Hinh 1. Luge d& Voronoi ciia P = {py, Py, ..., pr}.
dist(q, p;) < dist(q, p;), Vj=1...n.
Trong d6, dist(q, p) 1a khoang cach tir q dén p :
dist(q, p) =+/(a, - p,) +(a, - p, )

Ta ki hiéu : Vor(P) 1a lugc d6 Voronoi cia P va V(p;) 1a ving cua Vor(P)

tuong tng v4i diém p.

Sau ddy chung ta s& gidi thiéu mot s6 tinh chat quan trong cua luoc do
Voronoi. Do khudn khé bai béo, ching toi s& khong trinh bay phan chimg minh
cua cac tinh chat nay. Poc gia c6 thé tham khao phan ching minh cia cac tinh
chat nay trong [1].

Pinh li 2.1. Cho P la tap gdm n diém trong mit phang. Néu cac diém nay
thang hang, Vor(P) s& gdm (n — 1) duong thang song song. Nguoc lai, Vor(P)
lién thdng va cac canh ctia n6 1a doan thang hoic nira dudng thang.

Diéu c6 ¥ nghia 16n nhat trong dinh Ii trén 14 khi cac diém cua P 13 khong
thang hang véi nhau thi trong hrgc d6 Vor(P) chi bao gém tap cac doan thang
hodc nira duong thang chir khong thé cé bat ki mot duong thang (mé hai dau)
nao. Tinh chat nay gilp cho viéc xay dung ciu tric dir lidu dé biéu dién luge do
Vor(P) dugc don gian di rat nhiéu.

D& nhan thay rang, luoc d6 Voronoi ciia tip diém P duoc xdy dung tir

nhitng dudng trung truc cta cac doan thang ndi cac cap dinh trong P va hon nira,
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cac dinh cua Vor(P) ciing s& 1 giao diém cua cac duong trung tryc ndy. Tuy
nhién, khong phai bat ki duong trung truc ndo ciing 13 canh cua Vor(P) va ciing
khong phai bat ki giao diém nao cua cac duong trung tryc trén ciing 1a dinh cia
Vor(P). Dinh li sau ddy sé& cho ta thdy r& hon vé nhan xét nay.
Pinh Ii 2.2. Cho luoc d6 Vor(P) cua tap diém P = {ps, p2, ..., Pn}. Khi do :
a. Mot diém q 1a dinh cta Vor(P) néu va chi néu duong tron rong 16n nhét
c6 tam 1a q — duogc goi 14 CP(q) chira it nhat ba diém caa P trén bién.
b. Puong trung truc cia doan thang pip; 12 mot canh ctia Vor(P) néu va
chi néu c6 mot diém q trén duong trung truc ndy sao cho CP(q) di qua
pi, p; va khdng chira bat ki tram nao khéc.

Hinh 2. Minh hoa tinh chit anh va canh ciia lrgc dé Voronoi

Vi du. Theo hinh 2, g 1&a mét dinh ctia Vor(P) vi CP(q) cO chira ps, ps, P7-
Bén canh d6, duong trung truc ciia doan thang pip, 13 Mot canh caa Vor(P) vi ¢d
mot diém q’ trén dudng trung tryc ndy thoa min CP(q’) di qua py, ps va khong di
qua bat ki dinh nao khéc cua P.

Thuat toan xay dung luoc dd Voronoi ciia mot tap n diém trén mat phang
dugc xdy dung dua trén cac tinh chat quan trong trén. Thuat toan nay sir dung
mot dong quét (sweep line) di tir trén xudng va dan xac dinh cac dinh va cac canh
cta luoc d6 Voronoi can tim. Poc gia quan tim c6 thé tim hiéu chi tiét cta thuat
toan nay trong [1]. Pinh Ii sau day s& dé cap dén do phirc tap cua thuat toan xay
dung luoc d6 Voronoi ciia mot tap n diém trén mit phang.
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Pinh li 2.3. Thuat toan xay dung luge d6 Voronoi cia tap n diém trong mat
phang s& co do phirc tap vé thoi gian 1a O(nlogn) va vé khong gian luu trir 12
Oo(n).

Pinh Ii 2.3. Luoc d6 Voronoi ciia n diém (n > 3) trong mat phang c6 t6i da (2n-
5) dinh va (3n—6) canh.

3. Thuit toan giai bai toan tim cip diém khic mau gin nhit trong tip
diém hai mau trén mit phing
Nhu d4 trinh bay & trén, ching ta c6 thé giai bai toan nay bang thuét toan
Vét can : kiém tra hét tat ca cac cap diém xanh — do trong tap diém cho trudc, tir
d6 chon ra cdp diém c6 khoang cach nho nhat. Tuy nhién, dé dang nhan thay
thuat toan nay khdng tét do trong sb tat ca cac cap xanh — do, co rat nhiéu cap
khong thé tro thanh cap diém xanh — do gan nhat : chang han nhu cip diém xanh

— do & rat xa nhau trong khi gitra chiing lai c6 rat nhiéu diém xanh, dé khac.

Dé cai thién nhugc diém nay, ta s& chi quan tAm téi nhimg cip xanh — do6 la
nhitng “tmg ctr vién” cho cip diém xanh — d6 gan nhat. Cuy thé, ing voi mdi diém
do, ta chi quan tdm dén diém xanh gan n6 nhat (so v6i cac diém xanh con lai) va
day s€ 1a mot cap 1a “ung cu vién” cho loi giai cua bai toan dat ra.

Duya vao tinh chét cta lugc dd Voronoi “nhiing diém thuc cling mot ving
(cell) s& gan véi tram tuong tmg v6i ving d6 nhit so voi nhitng tram khéac”,
ching ta c6 thé dua ra y tuong dé giai quyét bai toan tim cip diém khac mau gan
nhét trong tap diém hai mau trén mat phang (goi tat 1a Bai toan tap diém hai
Mau trén mét phiang) nhu sau

— Pau tién, ta xay dung luoc dd Voronoi cho tap n diém mau xanh.

— Ung véi mdi diém do, tim diém xanh gan n6 nhat bang cach xac dinh
diém do d6 dang ¢ trong ving twong tng véi diém xanh ndo. Tir d6 1ap
thanh mot cap “ing cu vién” cho o1 giai.

— So sanh cac cap ung cu vién, ta s€ xac dinh cap xanh — do co6 khoang
cach ngan nhat.
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Hinh 3. Tap diém 2 mau ban d4u : chim .
tring 1a diém d6, chim den Ia diém xanh Hinh 4. Lwgc d6 Voronoi ciia tip
diém xanh da dwoc xiy dung xong
Sau day, chung ta s€ cu thé hod y tuong cta thudt toan nay. Phan quan trong
nhat 1a 1am thé nao dé xac dinh dugc mdt diém do nam trong vlng nado cua luogc
dd Voronoi cua cac diém xanh. Bé viéc xac dinh nay dugc thuan lgi, lugec do

Voronoi ciia cac diém xanh ciing phai dugc biéu dién mot cach phl hop.

< Biéu dién hrgc dd Voronoi ciia cac diém xanh bang danh sich canh kép
(double-edge list) :

Hinh 5. Minh hoa biéu dién lwgc dd Voronoi bing danh sach canh kép
Ta biéu dién lugc d6 Voronoi cia cac diém xanh bing danh sach canh kép
nhu sau :
— Thém vao luoc d6 Voronoi mét hinh chir nhat bao xung quanh tat ca cac
dinh va canh ctia né. Nhu vdy luge dd Voronoi bay gid s& ¢ thém cac

dinh mai 1a 4 dinh cta hinh chir nhat va giao diém cuia cac canh cta nd
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véi canh cua hinh chit nhat. Mat khac, luge d6 Voronoi bay gid chi bao
gom cac doan thang (khong con nira duong thang nira).

— M@i canh caa lugc dd Voronoi s& duge biéu dién bﬁng hai vector nguoc
chiéu nhau sao cho trong mot vling, cac vector ludn c6 chiéu theo nguoc
chiéu kim dong ho (xem hinh 5).

— Nhu vay mdi ving bay gid da 1a mot da giac doc 1ap va viéc kiém tra
mot diém do co nam trong viing ndo d6 hay khong sé dugc dua vé mot
bai toan co ban caa hinh hoc : kiém tra mot diém c6 nam trong mot da

giac hay khong.

< Thuit toin tim cip diém khic mau gin nhit trong tip diém hai mau
trén mit phang :

Mic du chung ta da biét dugc cach xac dinh mot diém do ¢6 ndm trong mot
viing nao d6 cia luge dd Voronoi cac diém xanh hay khong nhung diéu d6 khong
c6 nghia 1a moi viéc déu da duoc giai quyét. Trong luge d6 Voronoi ¢6 rat nhidu
ving, do dé, tmg véi mot diém do, ta khong thé kiém tra hét tat ca cac ving dé
két luan diém doé ndy nam trong ving ndo, thay vao d6, ta chi kiém tra nhiing
vling n&o nam “gan” diém do 6 ma thoi.

Pé thuc hién dugc ¥ tudng trén, ta sir dung mot dong quét (sweep-line) di
tir trén xudng dudi. DONg quét s& lan luot quét qua cac diém do. Gia sur tai mot
thoi diém, dong quét cat mot diem do, khi do né cling s& cat mot sd vector cia
luge d6 Voronoi. Trong sd cic vector dang bi dong quét cat, ta s& tim duoc mot
vector nam gan nhat bén phai diém do (khoang cach duoc xac dinh trén dong
quét), ving tuong Gmg v4i vector ndy s& chira diém xanh gan nhit voi diém do
ma dong quét dang cit.
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Hinh 6. Dong quét di qua diém dé q Hinh 7. Xé&e dinh dugc ving chira diém
xanh p gan véi diém d6 q nhat
Nham xac dinh duoc vector ndo nam bén phai gan nhit so v6i diém do,
chlng ta can mot céu trac luu trir cac canh dang bi dong quét cit cua luge do
Voronoi. Céu trac ndy s& thuong xuyén duoc cap nhat (thém, xoé cac canh, ...)
dong thoi phai luén dam bao cac canh duogc to chirc theo mot thir tu nhat dinh dé
viéc tim kiém duoc dé dang, ciu tric thich hop nhat 1a cay nhi phan tim kiém cén

bang.
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Dé cap nhat cay luu trif cac canh nay, ching ta s& cho dong quét dirng lai tai
cac dinh cta lugc dd Voronoi, tai cac dinh ndy, mot so canh khong c6 kha nang
cat dong quét nira s& dugc x04 khoi cdy, mot sé canh méi s& duge thém vao cay.

Nhu vay dong quét khéng nhiing dung lai tai cac diém d6 ma né con ding

lai tai cac dinh cta lugc d6 Voronoi dé cap nhat lai cay luu trlir cac canh dang bi
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dong quét cit. Bé dong quét c6 thé dimg lai tai cac diém ndi trén, ta s& xay dung
mot hang doi Q gdm cac diém do va cac dinh cua lugc dd Voronoi cia diém
xanh. Cac diém trong hang doi nay duogc sap theo thir ty giam dan vé tung do
(diém c6 tung do 16n nhat s& duoc dong quét di qua trudc).

Téng két lai, thudt todn cda chung ta cé thé duoc mo ta nhu sau :

Thuat toan TIM_CAP_DPINH_KHAC_MAU_GAN_NHAT
Input : Tap P gdm n diém xanh va m diém do trén mat phang.
Output : Cap dinh xanh — d6 gan nhau nhét.
Bude 1. Xay dung luge dd Voronoi cho tip n diém mau xanh.
Bude 2. Xay dyng hang doi Q gém céc dinh ctia Voronoi va cac diém do
- day 1a hang doi vu tién theo tung d6 cia cac diém.
Budc 3. Khai tao cay tim Kiém can bang T luu cc canh dang bi cit boi
duong quét.
Bugc 4. WHILE Q khac rong DO :
- Lay mét dinh v tu Q.
- IF v 1a diém d6 THEN
Goi tha tuc XU LI BDIEM_DO(V)
ELSE
Goi thu tuc XU _LI_DINH (v)
END DO
Thia tue XU _LI_DINH(v)
Budc 1. Tim canh can x04 trong T (c4c canh ¢ dinh thap 1a v) va cac canh
ra khoi T.

Budc 2. Thém cac canh mai (Cac canh co dinh cao 1a v) vao dung vi tri vira
X04a.
Thia tue XU_LI_BIEM_BPO(v)
Budc 1. Thyc hién tim kiém trong cy T. Kiém tra vi tri ciia diém do so voi
nira canh 12 gid tri ciia nat gbc, néu diém do nam bén trai thi thi qua
Kiém tra con phai ciia no, néu diém dé nam bén phai thi qua nit con
bén trai va ctr thé tiép tuc. Qua trinh s& két thuc khi khong thé di tiép.
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Budc 2. Goi e 14 canh cudi cing trude khi dung lai. Kiém tra xem diém d6 v
nam bén trai cua ntra canh ndo trong hai nira canh tao boi canh e
vira tim duoc, xac dinh 6 chira nira canh vira tim duoc, tir d6 xac
dinh dugc diém xanh p gan v nhat.

Budc 3. Tinh khoang céach gitta diém dé v va diém xanh p vira tim dugc va
so sanh no6 véi cap nho nhat hién tai, néu nho hon thi gan no la cap
gan nhat hién tai.

Trén day chiing toi da trinh bay thuat toan tim cap diém khac mau gan nhat

trong tap diém hai mau trén mat phang. Sau day la danh gia vé do phirc tap vé
thuat toan.

Bé dé 3.1. Thoi gian chay cua thuat toan 12 O(plogp) voi p 1a tong s6 diém xanh
va diém do.
Chirng minh.
Thoi gian thyuc hién cia thuat toan s& bao gom thoi gian xay dung Voronoi
va thoi gian xur |i cac sy kién (cap nhat cay, xac dinh cip nho nhét hién tai, ...).
Trudc hét, nhan thdy rang, thoi gian xdy dung luoc d6 Voronoi 1a
O(nlogn) nhu d4 trinh bay trong phén 2.
Duyét tir trén xudng qua todn bo thuat toan va tinh thoi gian qua timg budc
thuc hi¢n thuat toan :
— Do sb dinh cia luge d6 Voronoi ctia n dinh xanh 13 khéng quéa 2n-5 nén
thoi gian xay dung hang doi Q gdm cac dinh cua lwoc dd Voronoi ciia n
diém xanh va m diém do6 s& khong qua O(plog p) — can nhic lai 1a
p = m+n.
— Thoi gian lay mot phan tir khoi Q 1a O(1), do d6 tong thoi gian dé lay p
phan tir khéi Q 12 O(p).
— Thoi gian xir I sy kién gap dinh : tong thoi gian ndy bang thoi gian xay
dung cay, thoi gian duyét cay, thoi gian thém va xoéa phan tir khoi cay.
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Do sb canh ciia luoc dd Voronoi cia n diém xanh khong vuot qua 3n-6

nén tong thoi gian nay khong vuot qua O(n log n) .

— Thoi gian xir Ii sy kién gap diém do : bang thoi gian duyét cdy, cong
thém thoi gian xac dinh 6 can tim. Thoi gian duyét cay la O(n log n),
thoi gian xac dinh 6 1a hang s, do d6 thoi gian dé xur Ii sy kién gap
diém do 1a O(nlogn).

— Vay tong thoi gian thyc hién cua thuét toan 1a O(p log p). a

4. Kétluan
Bai toan tim cip diém khac mau gan nhét trong tap diém hai mau trén mat
phang c6 rat nhiéu tng dung thuc té. Pon cir nhu ta c6 thé st dung thuat toan
giai bai toan nay dé tim hai tram gan nhau nhit cta hai hé théng mang khac
nhau, ndi chung lai, tao thanh mot mang lién théng véi chi phi it tn kém nhat, ...
Nhiing nghién ctru vé nhiing bai toan dang nay ciing dugc rat nhiéu nguoi
quan tdm. Dua trén nhiing két qua dat duoc ndy, ching ta c6 thé tiép tuc nghién
clru, m& rong bai toan theo cac hudng sau day :
— MO0 rong voi bai toan tim bo cac diém khac mau gan nhau nhét trong tap
diém 3, 4 mau.
— MO0 rong bai todn tap diém hai mau trong mat phang thanh bai toan tap
diém hai mau trong khong gian : khi d6 chiing ta phai sir dung dén khai

niém luoc d6 Voronoi trong khong gian.
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TOm tit :

Mdt thuit toan hiéu qua cho bai toan tim cip diém khic mau gan nhat
trong tap diém hai mau trén mit phang

Bai toan tap diém hai mau trong mat phiang dwoc phat biéu nhu sau
“Cho n diém mau xanh va m diém mau do trén mat phang, 1am thé nao tim
duoc cip diém xanh — do gan nhau nhit”. Viéc xac dinh 10i giai cho bai toén
nay c6 thé dugc thue hién tuong d6i d& dang bang thuat toan vét can — kiém
tra hét tat ca cac cap diém khac mau. Tuy nhién, trong bai bao nay ching toi
s& trinh bay mot thuat toan tot hon rat nhiéu dé giai quyét bai toan nay.
Cong cu chu yéu dugc sir dung trong thuat toan cta chung toi 1a luge dd
Voronoi trén mat phang.

T khoa: Voronoi diagram, computational geometry, sweep-line
algorithm.

Abstract :

An effective algorithm for the problem to find the nearest different
color pair points in the set of two color points on the surface

The problem of the set of two color points on the surface is suggested
“Given n blue points and m red points on the surface, find the nearest blue —
red pair point”. Identifying the solution to the problem may be conducted
relatively easily with sweep-line algorithm — checking all different color
pair points. However, in this article, a much better algorithm to solve this
problem is presented. The major tool used in the algorithm is the VVoronoi
diagram on the surface.
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