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Tóm tắt: Bài báo trình bày một thuật toán được đề xuất để giải phương trình cơ 
bản của phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị có tham số mờ. Thuật 
toán được xây dựng dựa trên nguyên lý mở rộng và phương pháp tối ưu mức 
anpha. Một ví dụ số áp dụng tính khung phẳng có các tham số mờ dạng tam giác 
là môđun đàn hồi vật liệu, kích thước hình học và tải trọng tĩnh. Kết quả tính 
chuyển vị nút kết cấu là các số mờ được so sánh với kết quả tính theo phương 
pháp PTHH tại giá trị trung tâm. 

Từ khóa: hàm thuộc, tham số mờ. 

Summary: This article presents an algorithm for solving basic equation of finite 
element method-displacements model, with taking account of some fuzzy input 
parameters. The algorithm is established by the aid of extension principle and 
anpha-level optimization method. A numerical example is applied for a plane frame 
structure in that elastic modulus, geometric dimensions and statics loads are 
triangle fuzzy numbers. Fuzzy nodal displacements output results have been 
compared with results of the solution by FEM that computed at center values of 
input fuzzy parameters.  

Keywords: membership functions, fuzzy parameter. 
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1. Đặt vấn đề 

 Phương pháp phần tử hữu hạn mờ (PTHHM) trong phân tích kết cấu là kết quả mở rộng 
phương pháp phần tử hữu hạn truyền thống (PTHH) khi xét đến tính không rõ ràng, không chắc 
chắn (uncertainty) dưới dạng số mờ của các tham số đầu vào và tham số mô hình khi phân tích 
kết cấu. Tùy thuộc bản chất của tham số và dạng mô hình, tính không chắc chắn được mô tả 
bởi các số mờ có hàm thuộc khác nhau. Khi đó trong phương trình cơ bản của phương pháp 
PTHH [k]{q}={f}, ma trận độ cứng [k] và vectơ tải trọng {f} sẽ chứa các tham số đầu vào mờ và 
do đó vectơ chuyển vị tìm được {q} là các kết quả mờ. 

 Việc nghiên cứu và tính toán kết cấu có xét đến các yếu tố không rõ ràng, không chắc 
chắn thể hiện dưới dạng số mờ là một vấn đề đang được nhiều chuyên gia, kỹ sư kết cấu trong 
và ngoài nước quan tâm. Nội dung chính trong phương pháp PTHHM là khi biết các tham số 
mờ qua hàm thuộc (membership function) của chúng, ta cần tìm nghiệm phương trình cơ bản 
của phương pháp PTHHM. Có một số công trình toán học giới thiệu các phương pháp giải 
phương trình đại số tuyến tính hoặc phi tuyến mờ [1, 2] với các thuật toán di truyền (GA) và mô 
phỏng Monte-Carlo mờ. Các công cụ toán này khá phức tạp khi áp dụng tính toán kết cấu, khối 
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lượng tính toán rất lớn. Trong [3], giới thiệu sơ đồ thuật toán phân tích kết cấu mờ theo mô hình 
ngẫu nhiên mờ. Tác giả đề xuất sơ đồ thuật toán kết hợp phương pháp tối ưu mức anpha, với 28 
bước, 5 vòng lặp rất công phu nhưng cũng khá phức tạp. Ví dụ minh họa giải bài toán dao động 
riêng hệ 3 bậc tự do, môđun đàn hồi và hệ số cản là các đại lượng mờ tam giác cho trước. Trong 
[4] tác giả giới thiệu chung về phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn mờ và 
trình bày ví dụ tính tần số dao động riêng của dầm phẳng có 27 bậc tự do với các đại lượng mờ 
cho trước là đặc trưng tiết diện và khối lượng của kết cấu. Trong [4] các tác giả chỉ đơn giản nêu 
đường lối sử dụng tập cắt - α kết hợp với phép toán phân tích khoảng của lý thuyết tập mờ để 
giải bài toán, tác giả [4] không trình bày thuật giải cho bài toán để có kết quả tính toán.  

 Trong bài báo này, xuất phát từ nguyên lý mở rộng (Extension Principle) và phương pháp 
tối ưu mức anpha (α-level optimization), tác giả đề xuất một thuật toán giải phương trình cơ 
bản của phương pháp PTHH mô hình chuyển vị, trong đó có một số tham số đầu vào mờ như 
kích thước hình học, môđun đàn hồi và tải trọng ngoài. Thuật toán được trình bày với kết cấu 
hệ thanh, phần tử mẫu sáu bậc tự do. 

2. Phương trình cơ bản của phương pháp PTHH mờ 

 Theo nguyên lý công khả dĩ, thiết lập được phương trình cơ bản của phương pháp 
PTHH mờ như sau 

}~{}~].{~[ fqk =        (1) 

trong đó ]~[k  là ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu, là một ma trận vuông có kích thước tùy 

thuộc vào số bậc tự do của tất cả các nút. Các phần tử của ma trận ]~[k  là các số mờ, có dạng 
tổng quát đối với hệ có n bậc tự do như sau: 
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 Để minh họa cho việc trình bày thuật toán, không làm mất tính tổng quát, ta thực hiện 
tính toán với kết cấu khung phẳng. Giả sử diện tích mặt cắt ngang, chiều dài phần tử, mô men 
quán tính tiết diện và môđun đàn hồi là các tham số mờ. Chuyển từ ma trận độ cứng [k] của 
phương pháp PTHH, khi không xét đến tính mờ của liên kết, ta có ma trận độ cứng mờ của 
thanh thẳng có sáu bậc tự do như sau: 
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trong đó: lIAE ~,~,~,~
 lần lượt là các đại lượng mờ: môđun đàn hồi, diện tích mặt cắt ngang, mô 

men quán tính và chiều dài của phần tử thanh; 
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 - }~{ f  là véc tơ lực nút với mỗi phần tử có dạng số mờ, có kích thước (nx1);  

 - }~{q  là vectơ chuyển vị nút của kết cấu, với mỗi thành phần chuyển vị nút là các ẩn số 
được xác định bằng cách giải phương trình (1).  
 Ma trận độ cứng và vectơ lực nút có các phần tử là các số mờ nên các thành phần của 
véc tơ chuyển vị nút }~{q cũng là các số mờ, có kích thước tương ứng (nx1), dạng 

1
~[}~{ qq = 2

~q ... nq~ ]T  

3. Một cách giải phương trình cơ bản của phương pháp PTHH có tham số mờ 

Cách giải này dựa trên công cụ toán là phương pháp tối ưu mức anpha, đươc giới thiệu 
trong [3]. Để tiện theo dõi, xin trình bày nội dung phương pháp này, có ví dụ minh họa đơn giản. 

3.1 Phương pháp tối ưu mức -α [3] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Phương pháp được thực hiện bằng cách rời rạc hóa tất cả các biến mờ đầu vào với 
cùng một mức độ thuộc αk, k = 1,...,n (0 ≤ αk ≤ 1). Sơ đồ minh họa thuật toán của phương pháp 
với hai biến đầu vào mờ, một biến đầu ra mờ như trên Hình 1. 

Hình 1. Sơ đồ thuật toán tối ưu mức -α 
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 Từ sơ đồ thuật toán ta thấy với mức -αk, từ tập x1∈A1,αk và tập x2∈A2,αk có thể tính được 
các giá trị của yj∈Bj,αk với j=(1,…,m), trong đó yj,αkl là giá trị nhỏ nhất và yj,αkr là giá trị lớn nhất 
của tập mức -α, Bj,αk. Tuy nhiên việc xác định hai giá trị nhỏ nhất yj,αkl và lớn nhất yj,αkr không 
thực hiện bằng phép toán min-max mà được xác định thông qua hai bài toán tối ưu:  

   yj = fj(x1,…,xn) → min, với điều kiện (x1,…,xn)∈Xαk    (2) 
    yj = fj(x1,…,xn) → max, với điều kiện (x1,…,xn)∈Xαk    (3) 

 Giải hai bài toán qui hoạch (2) và (3) ta được hai giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của biến 
đầu ra yj có mức độ thuộc tương ứng là αk với α(yj) = αk, đồng thời cũng xác định được giá trị 
điểm tối ưu của các biến đầu vào xiopt,αk tương ứng với các giá trị min-max của kết quả đầu ra yj.  

 Việc tính toán xác định dạng hàm thuộc của số mờ bằng thuật toán tối ưu mức -α đòi hỏi 
phải giải 2m bài toán qui hoạch với m là số lượng điểm chia mức độ thuộc αk trong khoảng 
[0,1]. Thông thường chia trục tung của hàm thuộc của các số mờ đầu vào thành mười khoảng 
bằng nhau với số gia của mức αk = 0.1 sẽ cho hàm thuộc kết quả đầu ra có hình dạng khá gần 
với hình dạng thực của nó. 

Ví dụ, xét hàm số mờ 2
221

2
1

~~.~.2~.2,1~ xxxxy +−= , trong đó 21
~,~ xx  là các số mờ tam giác 

có hàm thuộc như trên Hình 2a,b. Để xác định hàm thuộc đầu ra, ta rời rạc hóa các biến mờ với 
11 mức α dùng thuật toán tối ưu mức-α bằng phần mềm Maple 13, [9] kết quả cho trong Bảng 1. 

 

 

 

 

 

 

Bảng 1. Kết quả tính toán theo thuật toán tối ưu mức-α 

αk x1,αkl x1,αkr x2,αkl x2,αkr x1opt,αkl x2opt,αkl ymin,αkl x1opt,αkr x2opt,αkr ymax,αkr 

0 1 6 2 7 1.667 2.000 0.667 1 7 36.200 

0.1 1.2 5.7 2.3 6.8 1.192 2.299 0.882 1.199 6.799 31.648 

0.2 1.4 5.4 2.6 6.6 5.400 6.599 1.127 5.400 2.600 27.432 

0.3 1.6 5.1 2.9 6.4 2.417 2.899 1.402 1.600 6.400 23.552 

0.4 1.8 4.8 3.2 6.2 2.667 3.200 1.707 1.800 6.200 20.008 

0.5 2 4.5 3.5 6 2.917 3.500 2.042 2.000 6.000 16.800 

0.6 2.2 4.2 3.8 5.8 4.200 5.799 2.407 2.200 3.799 13.928 

0.7 2.4 3.9 4.1 5.6 3.899 5.599 2.802 2.399 4.099 11.392 

0.8 2.6 3.6 4.4 5.4 3.600 5.400 3.232 2.600 4.400 9.192 

0.9 2.8 3.3 4.7 5.2 3.299 5.200 4.138 2.799 4.700 7.328 

1.0 3 3 5 5 3 5 5.800 3 5 5.800 

0

1

31 6 0

1

52 7
Hình 2.a Hình 2.b 

x1 x2 

μ(x μ(x
1

~x
2

~x



KÕT QU¶ NGHI£N CøU Vµ øNG DôNG 

 
T¹p chÝ khoa häc c«ng nghÖ x©y dùng   Sè 12/5-2012  49

Từ Bảng 1, ta có giá trị cận dưới, cận trên và giá trị trung tâm của y~  lần lượt là: ymin = 
0.667; ymax = 36.200; yc = 5.800. Từ bảng số liệu với các giá trị của αk có các giá trị ymin và ymax 
tương ứng, ta có được đồ thị hàm thuộc của số mờ y~  dạng phi tuyến như trên Hình 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 3.2 Một cách giải phương trình cơ bản của phương pháp PTHH mờ 

 Các tham số trong phương trình (1) có dạng số mờ nên việc giải phương trình (1) để xác 
định giá trị của các thành phần chuyển vị nút được tiến hành kết hợp với các phép toán của số 
học mờ. Trong bài này để giải phương trình (1) tác giả vận dụng phương pháp tối ưu mức -α 
xác định các thành phần chuyển vị mờ của nút. Từ phương trình cân bằng của hệ kết cấu theo 
phương pháp PTHH mờ (1) sau khi xử lý điều kiện biên (khử suy biến) ta có thể viết lại phương 
trình như sau: 

}~{]~[}~{ 1 fkq −=         (4) 

Khai triển phương trình (4) ta có 

1

21

11

12

1

~
...

~

~

}~.{]~[

~
...

~
~

}~{

nn k

k

k

fk

q

q
q

q ==

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

= −
  

2

22

12

~
...

~

~

nk

k

k
  

...~
...

...~
...~

3

23

13

nk

k

k 1

2

1

~
...

~

~ −

nn

n

n

k

k

k
x 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

nf

f

f

~
...

~

~

2

1

    (5) 

Đặt ]~[δ = 1]~[ −k là ma trận nghịch đảo của ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu. Việc 

nghịch đảo ma trận [ k~ ] chứa các phần tử dạng symbolyc, được tính toán trực tiếp bằng phần 

mềm Maple.13 với điều kiện định thức của [ k~ ] là khác không. Phương trình (3) được viết lại 
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trong đó phần tử  )~det(.)1.(
)~det(

1~ )(
ji
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ij M

k
+−=δ  với det( k~ ) là định thức của ma trận độ cứng  
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tổng thể [ k~ ]; det( ijM~ ) là định thức của ma trận [ jiM~ ]; [ jiM~ ] là ma trận con suy ra từ ma trận 

[ k~ ] bằng cách bỏ đi hàng j, cột i.  

Phương trình (6) chuyển về dạng hệ phương trình đại số tuyến tính 
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      (7) 

Xét phương trình thứ i của hệ phương trình (7) 

niniii fffq ~~...~~~~~
2211 δδδ +++=        (8) 

Trong phương trình (8), vế trái là thành phần chuyển vị mờ thứ i cần tìm, được xác định 

từ các tham số mờ ijδ~  và if~  (i, j = 1,2,...,n). Ta xem phương trình (8) như là một hàm số mờ, 

cần xác định biến đầu ra là iq~  theo các biến đầu vào mờ đã biết ijδ~  và if~ (i,j = 1,2,…,n). Các 

phương trình từ (4) đến (8) được tính toán thể hiện dưới dạng Symbolic [9], sau đó dùng thuật 
toán tối ưu mức-α để rời rạc hóa giá trị của các biến vế phải và tính toán xác định biến đầu ra 

iq~ . Thực hiện đối với tất cả các phương trình của hệ (7), sẽ xác định được đầy đủ các thành 
phần chuyển vị mờ của kết cấu. Sau khi có chuyển vị mờ của các nút, về nguyên tắc ta xác 
định được các thành phần nội lực mờ và ứng suất mờ cho kết cấu. Nội dung chi tiết này liên 
quan đến phương pháp đánh giá an toàn về bền của kết cấu, do khuôn khổ bài báo, không 
trình bày ở đây.  

3.3 Sơ đồ thuật toán 

 

Tham số vật liệu,kích thước hình học dạng số mờ 

Tham số tải trọng dạng số mờ 

Tham số nút & phần tử kết cấu 

Lập các ma trận độ cứng mờ phần tử ke, và tải 
trọng mờ tại nút của phần tử fe trong hệ tọa độ 
địa phương và chuyển về hệ tọa độ tổng thể. 

 
SỐ LIỆU ĐẦU VÀO 

Ghép các ma trận độ cứng mờ và véc tơ tải 
trọng mờ tại nút trong hệ tọa độ tổng thể. 

CHUYỂN PT VỀ DẠNG: }~{]~[}~{ 1 fkq −=  

GIẢI PT BẰNG THUẬT TOÁN TỐI 
ƯU MỨC-α 

KẾT QUẢ CÁC THÀNH PHẦN 
CHUYỂN VỊ MỜ CỦA NÚT. 

NỘI LỰC VÀ ỨNG SUẤT  
MỜ                    TRONG 

KẾT CẤU 

Gán các điều kiện biên cho hệ kết cấu. 

PHƯƠNG TRÌNH TÍNH KẾT CẤU THEO 
PPPTHH MỜ: }~{}~]{~[ fqk =           

ĐÁNH GIÁ AN TOÀN VỀ ĐỘ CỨNG 
K.C 

ĐÁNH GIÁ AN TOÀN      
VỀ ĐỘ BỀN KẾT CẤU 

Hình 4. Sơ đồ thuật toán phân tích, đánh giá kết cấu mờ 
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 Trên Hình 4 trình bày sơ đồ thuật toán chung gồm hai nội dung: phân tích và đánh giá kết 
cấu có tham số mờ. 

4. Ứng dụng tính chuyển vị mờ kết cấu khung phẳng 

 Trong phần ứng dụng, bài báo giới hạn nội dung trình bày một thuật giải phương trình cơ 
bản của PTHH có tham số mờ, nên chỉ dừng lại ở bước xác định chuyển vị của kết cấu, với các 
tham số đầu vào mờ cho trước. 

a. Số liệu đầu vào 

Một kết cấu khung phẳng chịu tải trọng như trên Hình 5. Các thanh có cùng kích thước 
tiết diện bxh, mô đun đàn hồi E. Yêu cầu xác định các thành phần chuyển vị của nút khung khi 
các đại lượng b, h, E và tải trọng P, q là các số mờ tam giác với các giá trị cận dưới, trung tâm 
và cận trên được cho như sau: 

l~ = (lL, lC, lU) = (27, 30, 33). cm; E~ = (EL, EC, EU) =(2.34, 2.6, 2.86)103.kN/cm2; 

b~ = (bL , bC , bU) = (18 , 20 , 22) cm ;  

h~ = 2b~  cm ; q~ = (q1
L, q1

C, q1
U) = (0.135, 0.15, 0.165)kN/cm;  

P~ = 2/)~.~( lq .kN;  

 b. Tính toán 

 + Đánh số phần tử, số nút và hệ tọa độ như trên Hình 6. 

+ Để đơn giản, không đánh số thành phần vectơ chuyển vị mà ghi kết quả xử lý điều kiện 
biên tại hai ngàm. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 6. Sơ đồ phần tử kết cấu khung 

Thực hiện tính toán theo sơ đồ thuật toán giải phương trình PTHHM, kết quả cho trên 
Bảng 2 như sau: 
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Hình 5. Sơ đồ tính kết cấu 
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Bảng 2. Kết quả tính toán chuyển vị nút hệ kết cấu khung 

Chuyển vị mờ qL (Cận dưới) 
qC (Trung tâm) 

và kết quả tính theo PTHH(.) 
qU (Cận trên) 

1
~q  0.1237 0.3361 (0.3460)  0.9145 

2
~q  -0.0109 -0.0060 (-0.0060) -0.0033 

3
~q  0.0005 0.0012 (0.0015)  0.0030 

4
~q  0.1233 0.3354 (0.3450) 0.9132 

5
~q  -0.0246 -0.0135 (-0.0135) -0.0074 

6
~q  0.0003 0.0008 (0.0008) 0.0020 

7
~q  0.2478 0.6709 (0.6890) 1.8208 

8
~q  -0.0174 -0.0095 (-0.0096) -0.0052 

9
~q  0.0004 0.0010 (0.00106) 0.0025 

10
~q  0.2451 0.6659 (0.6840) 1.8118 

11
~q  -0.0359 -0.0197 (-0.0197) -0.0108 

12
~q  0.00006 0.00014 (0.00014) 0.00034 

 Để kiểm tra tính đúng đắn của thuật toán, ta sử dụng bộ số liệu đầu vào tương ứng với 
giá trị trung tâm của các số mờ và tính lại bằng phần mềm SAP-2000. Trên Bảng 2, các số liệu 
ghi trong ngoặc (.) tại cột thứ ba là kết quả tính bằng phần mềm SAP-2000 tương ứng với các 
tham số tỏ là giá trị trung tâm của tất cả các tham số đầu vào mờ đã cho. Hai kết quả tính này 
xấp xỉ nhau, sai số không đáng kể. 

5. Kết luận 

 Thuật toán PTHH trong trường hợp các tham số bên trong kết cấu và tải trọng là các đại 
lượng mờ dẫn đến việc giải phương trình hoặc hàm số chứa các hệ số mờ và biến mờ. Đây là 
vấn đề phức tạp cần công cụ toán hỗ trợ, liên quan đến kỹ thuật tính toán mờ. Thuật toán đề 
xuất trên cơ sở vận dụng phương pháp tối ưu mức anpha với sự trợ giúp của phần mềm Maple 
13 để giải phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn với một số tham số mờ 
thuộc về kết cấu cũng như tải trọng ngoài là một cách làm hiệu quả.  

 Thuật toán được áp dụng tính chuyển vị mờ của kết cấu khung phẳng với các tham số 
mờ là các tải trọng P, q, chiều dài L, các đặc trưng hình học mặt cắt ngang A, I được tính từ b, 
h và mô đun đàn hồi vật liệu E. Tuy nhiên, cũng có thể mở rộng, thêm số lượng tham số mờ 
của hệ kết cấu nếu cần. Ví dụ trường hợp hệ có liên kết mờ, tải trọng mờ phụ thuộc thời gian, 
mà trong phạm vi bài này không xem xét. 

 Cách kiểm tra thuật toán đề xuất bằng thuật toán PTHH với đầu vào là tập giá tri trung 
tâm của các số mờ, so sánh với kết quả tính theo phương pháp PTHHM, tương ứng với các 
giá trị trung tâm của chuyển vị mờ tìm được. Trường hợp số mờ hình thang, phép kiểm tra phải 
thực hiện trên hai giá trị: biên trái và biên phải của tập cắt ứng với mức anpha bằng đơn vị. 
Cách làm này dựa trên quan niệm xem giá trị trung tâm như số tỏ và số tỏ là một trường hợp 
riêng của số mờ tương ứng.  
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 Kết quả tính bằng PTHHM theo thuật toán đề xuất cho giá trị đầu ra chuyển vị nút của kết 
cấu là những số mờ có biên độ rộng hơn không đáng kể so với biên độ của tham số mờ đầu 
vào. Ưu điểm này có được là do sử dụng thuật toán tối ưu mức anpha. Khi cho trước chuyển vi 
cho phép, để đánh giá độ tin cậy mờ về độ cứng của kết cấu, ta có thể sử dụng phương pháp 
tỷ số diện tích nêu trong [5,6]. Đặc điểm của thuật toán là nghiệm bài toán, phải sử dụng phần 
mềm Simbolic, đưa về dạng biểu thức như các hàm có hệ số và biến số là các đại lượng mờ. 
Điều này không dễ đối với bài toán có số bậc tự do cao và khi xét đến cản. Đó cũng là hạn chế 
của cách giải này đối với bài toán động lực học kết cấu.  
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