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(Bài nhận ngày 11tháng 03 năm 2007) 

TÓM TẮT: Bài báo trình bày phương pháp ma trận độ cứng trực tiếp để phân tích ứng 
xử của dầm thép-bê tông liên hợp có xét đến biến dạng trượt do tương tác không toàn phần 
của liên kết cắt. Phương pháp này không cần xấp xỉ hàm chuyển vị qua các đa thức hàm dạng. 
Ma trận độ cứng K được xác định trực tiếp bằng cách gán các chuyển vị đơn vị cho các thành 
phần chuyển vị của véc tơ chuyển vị của phần tử. Chương trình tính toán dựa vào phương 
pháp ma trận độ cứng trực tiếp viết bằng ngôn ngữ Matlab, áp dụng  để khảo sát các bài toán 
cơ bản  và so sánh với các kết quả khác.  

1. GIỚI THIỆU 

Trong những thập niên gần đây, sự phát triển của ngành công nghiệp xây dựng đặc biệt  
trong xây dựng cao ốc, yêu cầu về mặt kiến trúc, kỹ thuật, kinh tế rất cao. Nên việc lựa chọn 
giải pháp kiến trúc, kết cấu là một vấn đề lớn đặt ra cho ngành thiết kế xây dựng. Giải pháp sử 
dụng kết cấu bê tông cốt thép cổ điển không đáp ứng được yêu cầu; cùng với sự phát triển của 
thép và bê tông cường độ cao thì việc sử dụng kết cấu thép-bê tông liên hợp đã đáp ứng được 
các yêu cầu đặt ra trong xây dựng. Ngày nay, chúng được sử dụng rộng rãi trong kết cấu hiện 
đại và đã thể hiện được những ưu điểm trong quá trình sử dụng. 

Hiện nay, có nhiều nghiên cứu về ứng xử của dầm thép-bê tông liên hợp (gọi tắt là dầm 
liên hợp LH) đã được báo cáo; từ lý thuyết dầm LH của Timoshenko [6]; đến mô hình dầm LH 
của Newmark [1]…và các nghiên cứu gần đây, đáng chú ý là các nghiên cứu: mô hình dầm 
LH 6 bậc tự do với lời giải phương trình vi phân dưới dạng độ cong [3]; phương pháp ma trận 
độ cứng trực tiếp với mô hình phần tử 6 bậc tự do; phương pháp phần tử hữu hạn với 12 bậc tự 
do [2]. Vì vậy, vấn đề nghiên cứu ứng xử của dầm LH là hết sức cần thiết. 

Bài báo này giới thiệu phương pháp ma trận độ cứng trực tiếp (ĐCTT) để phân tích ứng 
xử của dầm LH có xét đến sự tương tác không toàn phần của liên kết chịu cắt. Phương pháp 
này sử dụng mô hình phần tử với 8 bậc tự do, ma trận độ cứng phần tử được xác định bằng 
cách lần lượt gán các chuyển vị đơn vị cho các thành phần của véc tơ chuyển vị phần tử. Trên 
cơ sở phương pháp này, chương trình tính toán ứng dụng viết bằng Matlab để khảo sát một số 
ví dụ minh họa và so sánh với các kết quả nghiên cứu khác. Kết quả thu được trình bày dưới 
dạng biểu đồ và bảng biểu.  

2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT [1], [2], [4], [5] 

2.1 Phương trình quan hệ ứng suất biến dạng 
Xét dầm LH có đặc trưng tiết diện và biểu đồ biến dạng (hình 1) với các giả thuyết sau: 
1. Mặt cắt ngang tiết diện vẫn phẳng trước và sau biến dạng 
2. Chuyển vị đứng của bản bê tông và thép bằng nhau 
3. Mối quan hệ giữa lực cắt và biến dạng trượt là tuyến tính 
4. Ứng xử của vật liệu là đàn hồi tuyến tính 
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Các kí hiệu đặc trưng tiết diện như sau: 
§ Ac, Ar, As: diện tích bản bê tông, thép gia cường, dầm thép 
§ A1, A2, A: diện tích tiết diện phần tử 1, 2, cả tiết diện 
§ A1 = Ac + Ar; A2 = As; A=A1+A2 
§ Sc, Sr, Ss: mô men tĩnh thành phần của bê tông, thép gia cường, dầm thép đối với trục 

tham chiếu 
§ Ic, Ir, Is: mô men quán  tính thành phần của bê tông, thép gia cường, dầm thép đối với 

trục tham chiếu 
§ Ec, Er, Es: mô đun đàn hồi của bê tông, thép gia cường, thép dầm  
§ rrcc EAEAAE +=1 ; ss EAAE =2 ; 21 AEAEAE += ; rrcc ESESSE +=1   

§ ss ESSE =2 ; 21 SESESE += ; rrcc EIEIIE +=1 ; ss EIIE =2 ; 21 IEIEIE +=  
Trong hình 1, các ký hiệu như sau: y0 là khoảng cách tính từ mép trên của tiết diện đến 

trục tham chiếu; u’0 là biến dạng dọc ở mép trên của tiết diện; s’ là biến dạng trượt; v” là độ 
cong; u’n là biến dạng dọc ở vị trí trục tham chiếu. 

 
 
 

Hình 1: Mặt cắt tiết diên; biểu đồ biến dạng dầm LH 

Theo giả thuyết ban đầu, phương trình quan hệ ứng suất-biến dạng của dầm LH như sau: 
 [ ]")( 0

'
0 vyyuEE cccc ++== εσ ; [ ]")( 0

'
0 vyyuEE rrrr ++== εσ  

 [ ]'")( 0
'
0 svyyuEE ssss +++== εσ                                                        (1) 

Hay viết dưới dạng tổng quát sau: 
 [ ]ssvyyuE γγγ δσ '")( 0

'
0 +++=                                                               (2) 

trong đó: src ,,=γ ; 1;0;0 === ssrscs γγγ  
 Khi xét quan hệ lực cắt với biến dạng trượt tuyến tính, ta có: 
 q = ks                                                                                                          (3) 
        trong đó: q là lực cắt đơn vị, k là độ cứng liên kết cắt và s là chuyển vị trượt 

  

 

 

Truïc tham chieáu

s'u'0

nu'

v"y

y

0

Phaàn töû 1

Phaàn töû 2
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 2.2 Thiết lập phương trình chuyển vị, biến dạng  
Xét phần tử dầm LH tổng quát và phần tử 1 ở trạng thái tự do như hình 2, 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 Hình 2: Mô hình dầm LH tổng quát  Hình 3: Phần tử 1 ở trạng thái tự do 
 

2.2.1 Các thành phần nội lực 
Các thành phần nội lực trong phần tử dầm LH xác định như sau: 

 21

2

1
NNdAN

i Ai
ii +== ∑ ∫

=

σ ; ∫=
A

ydAM σ                                               (4)  

Trong đó: N1, N2: là lực dọc phần tử 1, 2; N, M: là lực dọc, mô ment phần tử  
Từ (2) và (4), các thành phần nội lực xác định như sau: 

 "" 101
'
01

1
1 vAEyvSEuAEdAN

A

++== ∫σ ;

'"" 2101
'
01

2
2 sAEvAEyvSEuAEdAN

A

+++== ∫σ  (5) 

 '"" 20
'
021 sAEAEvySEvAEuNNN +++=+=  (6) 

 '"" 20
'
0 sSESEvyIEvSEudAyM

A

+++== ∫ σ  (7) 

2.2.2 Phương trình chuyển vị, biến dạng v’; v; un 
Giải các phương trình (6), (7) với các ẩn là u0

’ và v” ta được phương trình sau: 
 '321

'
0 saMaNau ++=  (8) 

 '321
" sbMbNbv ++=  (9) 

 Xét phần tử dầm có chiều dài z, từ (9) lấy tích phân theo z, ta được phương trình chuyển vị,  
góc xoay như sau: 

 1321 '' DdzsaNdzaMdzav +++= ∫ ∫∫  (10) 

 ∫ =+= 2' Ddzvv 21321 ' DzDdzdzsaNdzdzaMdzdza ++++ ∫∫ ∫∫∫∫ (11) 

Chuyển vị trượt tại mặt tiếp xúc tính như sau: 
 '00 vyuus n −−=  (12) 

Từ phương trình (12), xác định un, sau đó lấy đạo hàm theo biến z, ta được: 

q(z)

δzN1 1 +NN1

zδ

z
L

ML

LN
RL0R

N0

0M

w
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 '
0

'
0

' " svyuun ++=  (13) 
Thay (8), (9) vào (13) ta được: 

 '321
' slNlMlun ++=  (14) 

Lấy tích phân phương trình (14) theo chiều dài phần tử, ta được:  

 3321 ' DdzslNdzlMdzlun +++= ∫ ∫∫  (15) 

trong đó:  

2
0

1 SEAEIE
AEySEa

−
+

−= ; 2
0

2 SEAEIE
AESEya

−
+

= ;

2
2211202

3
)(

SEAEIE
IEAEAESEAESEySESEa

−
−−+

−=  

21 SEAEIE
AEb

−
=  ; 22 SEAEIE

SEb
−

−= ; 2
1221

3 SEAEIE
AESEAESEb

−
−

=  

1011 byal += ; 2022 byal += ; 13033 ++= byal  

2.2.3 Phương trình chuyển vị và biến dạng trượt s, s’  
Xét phần tử 1 của dầm LH với trạng thái giải phóng liên kết tự do như hình 3. 
Thay (8), (9) vào (5), ta được: 

 '
3211 sqNqMqN ++=  (16) 

trong đó:  

2
1221

1 SEAEIE
AESEAESEq

−
−

= ; 2
11

2 SEAEIE
SESEIEAEq

−
−

= ; 2
21122

2
1

3 SEAEIE
AEIEAEAESEAESEq

−
−+

=  

Phương trình cân bằng phần tử 1 như sau: 

 0)( 1
1

1 =−++ Nzqz
dz

dNN δδ  (17) 

Từ (4), (16) và (17), ta được phương trình sau:  

 
dz
dN

dz
dMks

dz
sd

212

2

ααα +=−  (18) 

 ''" 21 NMkss ααα +=−  (19) 

Trong đó: 2
211

2
22

2
1

SEAEIE
AEIEAEAESEAESE

−
−+

−=α ; 2
1221

1 SEAEIE
AESEAESE

−
−

=α  

                2
11

2 SEAEIE
BESEIEAE

−
−

=α  

Giải phương trình (19), ta được nghiệm tổng quát như sau:: 
 p

zz seCeCs ,021 ++= −µµ  (20) 

Trong đó: 
α

µ
k

=2 ; ps ,0 : là nghiệm riêng phụ thuộc vào tải tác dụng  
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2.3. Thiết lập ma trận độ cứng k – véc tơ tải tương đương  
2.3.1 Phương trình cân bằng 
Xét phần tử dầm LH chịu tác dụng của tải phân bố đều w. Véc tơ chuyển vị phần tử gồm 

có 8 bậc tự do, mỗi nút gồm 4 bậc tự do. Các thành phần chuyển vị nút phần tử gồm: chuyển 
vị đứng, góc xoay, chuyển vị trượt được mô tả như hình 4. 
 

Hình 4: Các thành phần chuyển vị và phản lực nút phần tử 
 
Phương trình cân bằng tổng quát của phần tử dầm LH biểu diễn quan hệ giữa các thành 

phần chuyển vị nút và phản lực nút như sau: 
  

 { } { } { }eqggq

kSYM
kk
kkk
kkkk
kkkkk
kkkkkk
kkkkkkk
kkkkkkkk

+=

































88

7877

686766

58575655

4847464544

383736353433

28272625242322

1817161514131211

 (21) 

trong đó:{ } [ ]TLLLnLn svvusvvuq 1
'

0
'

000 ,,,,,,,=   

      { } [ ]T
LLLL NMRNNMRNg 110000 ,,,,,,,=   

       { }q , { }g : véc tơ chuyển vị phần tử, véc tơ phản lực nút   
       { }eqg : véc tơ phản lực nút tương đương do tải trọng phân bố đều gây ra  

2.3.2 Xác định ma trận độ cứng K 
Các hệ số của ma trận độ cứng K được thiết lập theo phương trình tổng quát của phần tử 

cơ bản, phần tử không chịu tác dụng của tải trọng ngoài, bằng cách lần lượt gán các chuyển vị 
đơn vị cho các thành phần của véc tơ chuyển vị phần tử. 

nLu

Phaàn töû 2

Phaàn töû 1

sL
0s

Lv'

v'0

vL0vun0

0y

RL
LN

N1L

LM

0RN0

M0

10N

z



Science & Technology Development, Vol 10, No.11 - 2007 
 

Trang 78 

Thành phần nội lực tại vị trí z và nghiệm của phương trình (20) của dầm cơ bản như sau:  
 zRMM 00 +−= ; 0NN −= ; (22) 

 0
1

21 R
k

eCeCs zz αµµ −+= −  (23) 

2.3.2.1 Xác định hệ số cột thứ nhất của ma trận K 
Gán chuyển vị đơn vị cho thành phần thứ nhất của q, khi đó ta có: 

 { } [ ]Tq )1(0,0,0,0,0,0,0,1=  (24) 
Từ (21) và (24), ta có:  

⇔
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
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
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





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












)1(1

10

10

0

0

0

88

7877

686766

58575655

4847464544

383736353433

28272625242322

1817161514131211

0
0
0
0
0
0
0
1

L

L

L

N
M
R
N
N
M
R
N

kSYM
kk
kkk
kkkk
kkkkk
kkkkkk
kkkkkkk
kkkkkkkk

)1(1

10

10

0

0

0
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51

41

31

21

11






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


























=



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












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


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






L

L

L

N
M
R
N
N
M
R
N

k
k
k
k
k
k
k
k

 (25) 

Các hệ số của cột thứ nhất của ma trận K được xác định theo (25). Các phản lực nút được 
xác định từ các phương trình (10), (11), (15), (16), (22) và (23). Sử dụng 5 điều kiện để xác 
định các hệ số C1, C2, D1, D2 và D3 như sau: 

 00 00
1

210 =−+↔= =
−

z
zz R

k
eCeCs αµµ  (26) 

 00 0
1

21 =−+↔= =
−

Lz
zz

L R
k

eCeCs αµµ  (27) 

 0'0 0213210 =++++↔= =∫∫ ∫∫∫∫ zDzDdzdzsbNdzdzbMdzdzbv  (28) 

 0'0 21321 =++++↔= =∫∫ ∫∫∫∫ LzL DzDdzdzsbNdzdzbMdzdzbv  (29) 

 1'1 033210 =+++↔= =∫ ∫∫ zn DdzslNdzlMdzlu  (30) 

Sử dụng 3 điều kiện tiếp theo xác định các thành phần phản lực nút N0, R0, M0 như sau:  

 0'0 013210
' =+++↔= =∫∫ ∫∫∫∫ zDdzdzsbNdzdzbMdzdzbv  (31) 

 0'0 1321
' =+++↔= =∫∫ ∫∫∫∫ LzL DdzdzsbNdzdzbMdzdzbv  (32) 

 0'0 3321 =+++↔= =∫ ∫∫ LznL DdzslNdzlMdzlu  (33) 

Các thành phần phản lực nút NL, RL, ML xác định theo điều kiện cân bằng của phần tử cơ 
bản và phương trình (22). Các thành phần phản lực nút N10; N1L được xác định theo phương 
trình cân bằng của phần tử 1 từ phương trình (16) như sau: 
 0110 == ZNN ; LZL NN =−= 11  (34) 
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Vậy các hệ số của cột thứ 1 được xác định 
Tương tự, các hệ số của cột thứ 2 đến 8 của ma trận K cũng được xác định như trên. 

2.3.2.2 Xác định véc tơ tải phản lực nút tương đương do tải phân bố đều w gây ra 
Thành phần nội lực của phần tử chịu tác dụng của tải w tại z và nghiệm của (20) như sau: 

2

2

00
wzzRMM −+−= ; 0NN −=         (35) 

z
k
wR

k
eCeCs zz 1

0
1

21
ααµµ +−+= −  (36) 

Gán các thành phần chuyển vị của véc tơ tải phần tử bằng không, ta có:  
 { } [ ]T

qd )(0,0,0,0,0,0,0,0=  (37) 
Tương tự như 2.3.2.1, ta xác định được hệ số của véc tơ tải tương đương do w gây ra. 

3. VÍ DỤ MINH HỌA 

3.1 Dầm liên hợp đơn giản chịu tác dụng của tải phân bố đều w 
Xét dầm đơn giản có sơ đồ tính và đặc trưng mặt cắt tiết diện như hình 5. Mô đun đàn hồi 

vật liệu của bê tông, thép lần lượt là: Ec=2.1e7KPa, Es=2.1e8KPa; độ cứng liên kết cắt 
k=122.24e3KPa. Phương pháp ma trận độ cứng trực tiếp áp dụng cho bài toán với mô hình 
một phần tử. Xét ứng xử của dầm với các cấp tải khác nhau. 

180

12

6

20
0

10
0

680

2800

w(kN/m)

 
Hình 5: Sơ đồ tính và mặt cắt tiết diện của dầm LH 

Khảo sát giá trị chuyển vị đứng ở giữa nhịp của dầm. So sánh kết quả tính toán với kết quả 
của các phương pháp khác: nhóm tác giả Hoàng Tùng, Faella với lời giải phương trình vi phân 
cơ bản của mô hình Newmark; phần mềm PTHH Ansys [6]. Kết quả cho thấy với cấp tải nhỏ 
hơn 300KN/m phương pháp ĐCTT có sai số so với Ansys từ 0,5% đến 10%, trong khi đó 
phương pháp của tác giả Hoàng Tùng, Faella có sai số với Ansys từ 22% đến 30%. Kết quả so 
sánh cho thấy phương pháp ĐCTT có sai số với Ansys ít hơn, có độ tin cậy cao khi sử dụng. 
Kết quả so sánh thể hiện ở bảng 1 và hình 6.  
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Hình 6: Biểu đồ so sánh wmax các phương pháp 

Bảng 1: Kết quả tính toán của các phương pháp 

ĐCTT (1) Tung, Faella 
(2) Ansys (3) Sai số   

(2)&(3) (%) 
Sai số  

(1)&(3) (%) 
Cấp 
tải   

wmax  
(mm) 

Cấp 
tải 

wmax  
(mm) Cấp tải  wmax  

(mm) 
Gía trị xét theo cấp tải  

của ĐCTT 
0 0.000 0 0.000 0 0.000     

35 1.794 35 1.139 7 0.326 -30.52 9.38 
70 3.588 70 2.379 14 0.652 -28.96 7.12 

105 5.381 105 3.738 24.5 1.142 -28.13 3.47 
140 7.175 140 5.220 40.3 1.895 -26.92 0.45 
175 8.969 175 6.823 63.9 3.056 -25.85 -2.53 
210 10.763 210 8.544 99.3 4.883 -24.59 -5.01 
245 12.557 245 10.378 152.5 7.830 -23.75 -7.74 
280 14.350 280 12.320 222.5 12.070 -22.66 -9.92 
315 16.114 315 14.365 292.5 16.791 -22.10 -12.61 
350 17.938 350 16.508 350 20.956 -21.23 -14.40 

 

3.2 Dầm liên hợp đơn giản chịu tác dụng của lực tập trung P ở giữa nhịp 
Xét dầm đơn giản có sơ đồ tính và đặc trưng mặt cắt tiết diện như hình 7. Mô đun đàn hồi 

vật liệu của bê tông, thép lần lượt là: Ec=2.1e7KPa, Es=2.1e8KPa; độ cứng liên kết cắt 
k=184.85e3KPa. Phương pháp ĐCTT áp dụng cho bài toán với mô hình hai phần tử. Xét ứng 
xử của dầm với các cấp tải khác nhau. 

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0.000 5.000 10.000 15.000 20.000 25.000
Wmax (mm)

w
 (K

N
/m

)

ĐCTT Tung Ansys



TAÏP CHÍ PHAÙT TRIEÅN KH&CN, TAÄP 10, SOÁ 11 - 2007 

Trang 81 

P(kN)

5000

800

10
0

40
0 8.6

13
.5

180
 

Hình 7: Sơ đồ tính và mặt cắt tiết diện của dầm LH 

Khảo sát chuyển vị ở vị trí giữa nhịp của dầm. So sánh kết quả tính toán với kết quả của 
phương pháp khác: các kết quả tính toán và số liệu thực nghiệm của nhóm Bojam Cas (2004); 
nhóm Fabbrocino (1999) [6]; kết quả tính toán của Hoàng Tùng. Kết quả cho thấy với cấp tải 
nhỏ hơn 300KN, phương pháp ĐCTT có sai số so với nhóm Bojan Cas từ 2,5% đến 14%; với 
nhóm Fabbrocino từ 2,3% đến 6,8%; trong khi phương pháp của Hoàng Tùng có sai số khá 
cao so với kết quả thực nghiệm. Kết quả so sánh thể hiện ở bảng 2 và hình 8. 
 

 
Hình 8: Biểu đồ so sánh wmax các trường hợp 

 Bảng 2: Kết quả tính toán của các phương pháp 

Cấp tải Giá trị wmax của các phương pháp 
wmax (mm) So sánh (%) 

P (KN) 
(1) 

ĐCTT 
(2) 

Tung 
(3)  

Bojan Cas 
(4) 

Fabbrocino 
(5)  (2)&(3) (2)&(4) (2)&(5) 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.0 0.0 0.0 
100 3.418 3.635 3.000 3.200 -6.0 13.9 6.8 
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200 6.836 7.638 6.300 6.600 -10.5 8.5 3.6 
250 8.545 9.738 8.000 8.200 -12.3 6.8 4.2 
300 10.254 11.900 10.000 10.500 -13.8 2.5 -2.3 
325 11.108 13.011 12.300 13.000 -14.6 -9.7 -14.6 
350 11.962 14.122 16.000 17.300 -15.3 -25.2 -30.9 

 
Như vậy, qua hai ví dụ chứng tỏ phương pháp ĐCTT có kết quả khá tốt so với Ansys và 

kết quả thực nghiệm. Với cấp tải nhỏ hơn 300KN thì sai số nhỏ hơn 10%. Khi cấp tải lớn hơn 
300KN thì sai số từ 12% đến 25%. Ứng xử của dầm LH là hoàn toàn phi tuyến, tuy nhiên với 
cấp tải nhỏ hơn 60% khả năng chịu lực cực hạn thì có thể xem là tuyến tính. Đồng thời nếu xét 
theo tiêu chuẩn Eurocode 4: ENV 1994 và tiêu chuẩn thiết kế kết cấu thép của Việt Nam 
TCXDVN 338:2005 để so sánh thì khi tải trọng lớn hơn 350KN thì độ võng của dầm đã vượt 
quá giới hạn cho phép L/250. Điều này chứng tỏ phương pháp ĐCTT có độ chính xác khá cao 
để khảo sát dầm LH trong giai đoạn đàn hồi. 

4. KẾT LUẬN  
Trong bài báo tác giả giới thiệu phương pháp ĐCTT để phân tích dầm thép-bê tông liên 

hợp có xét đến biến dạng trượt do tương tác không toàn phần của liên kết chịu cắt. Phương 
pháp có ưu điểm là không sử dụng hàm xấp xỉ cho các hàm chuyển vị. 

Kết quả thu được của phương pháp ĐCTT khá tin cậy so với kết quả tính toán của Ansys 
và các kết quả tính toán thực nghiêm. Mô hình tính toán đơn giản, phương pháp ĐCTT cần 
được nghiên cứu để ứng dụng phân tích ứng xử của kết cấu thép-bê tông liên hợp đa dạng hơn 
như dầm LH chịu tác dụng của các loại tải trọng khác nhau, dầm liên tục… 

Bài báo này thực hiện trong khuôn khổ “Đề tài nghiên cứu cấp trường mã số T-KTXD-
2007-31”, Trường Đại Học Bách khoa, ĐHQG TP.HCM.  

THE ANALYSIS OF CONCRETE - STEEL COMPOSITE BEAMS WITH 
PARTIAL INTERACTION OF SHEAR CONNECTORS USING DIRECT 

STIFFNESS METHOD 

 Nguyen Van Chung (1), Bui Cong Thanh (2) 

(1) University of Technology, VNU-HCM 
(2) Department of Strength and Structure, Faculty of Civil Engineering 

 ABSTRACT: This paper presents a method for the analysis of concrete-steel 
composite beams using the direct stiffness method. In this method, no displacement 
approximation is needed. The stiffness matrix K is obtained directly by taking into account the 
partial interaction of the shearing connector by restraining all freedoms except the one related 
to the column consider, for which a unit displacement is imposed. A program using the direct 
stiffness method which is written in Matlab is applied to some simple illustrative examples. 
The results obtained are compared to those of the other methods.  
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